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Térgeometria — megolddsok
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Kocka, téglatest 093

A feltilet 9 + 9 + 16 = 34 négyzetbdl dll, ezért a felszin: 345 = 850 cm?,
A test 9 db kockibol dll, igy a térfogata: 9-5% = 1125 cm’,

B A négyzet &ldjdra felirjuk a Pitagorasz-tételt, majd Kifejezziik a négyzet oldaldt:
@+a*=14,14 = a=10cm.
a) V=10 = 1000 cm?
b) Ha a testdtlé e, akkor ¢® =3a® = 3-10% = 300, ebbSl e =10-y3 = 17,32 cm.

A=2-2-4+4-15+1,5-2)=34dm’

V=80-60 (-i— . 40) = 76800 cm® = 76,8 dm® = 76,8 liter

Az egy csticsbol kiindulé élek:
a-4,a,a+4 = 3a=30 = a=10,
tehdt az élek hosszisdga: 6 cm, 10 cm, 14 cm. A téglatest térfogata:
V=6-10-14 = 840 cm?.

Az egy csticsbdl kiinduld élek: a, 2a, 4a. A térfogat:
a-2a-4a=1000 = &’=125 = a=5cm,
amib(Gl az élek hosszasdga: 5 cm, 10 cm, 20 em. A téglatest felszine:
A=2:(510+10:20+20-5) =700 cm?’.

A kiilonbozo élek: x — 3. 2x. x, ezért az dsszes ¢l tsszege:
4-(x=3+2x+x)=68 = x=35,
amibdl az élek hossza: 2 m, 10 m, 5 m. A medence térfogata:
V=2-10-5= 100 m* = 100000 liter.
A kocka éle: a, atéglatest €lei: a - 2, a + 2, a. A térfogatokra a kdvetkezd egyenlet irhat6 fel:
@=(a-2)-(a+2)-a+32,
felbontjuk a zdrdjeleket, rendezziik az egyenletet:
@ =a’-4a+32, amibdl a=8.
A kocka €lei 8 cm, a téglatest €lei 6cm, 10 cm és 8 cm hosszadak.
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Hasab, forgashenger 094

A=21-2-(2+5)=8796cm?, V=22.7.-5=6283cm?

A tea olyan henger alakot vesz fel a pohdrban, amely alapkirének sugara 4 cm, magassiga pedig
5
5 12=10 c¢m, igy térfogata:

V=4l.x (% . IZ) = 502,65 cm? = 0,50265 dm* = 5 dl.

Behelyettesitiink a henger térfogatdba és kifejezziik a magassigot:
6000=20%x-m = m=477cm.

B0 2 7-20=12000 = r=138 = d=27.,6cm. Igy két fazekat is vilaszthatunk: a 28 cm, illetve
a 30 cm datmérGjr.

a) A=8>+4.8-12 =448 dm? a befestendd feliilet.
b) V=8%.12 =768 dm® = 768 liter vizet tudunk maximdlisan dsszegydijteni.

Behelyettesitiink a hasdb térfogatdba és kifejezziik a magassdgot:
58m=200 = m=5cm.

Kiszdmoljuk a hasdb felszinét:

Az,.az-ﬁ 6.3
e 4

+3.a-m=2- +3-6:30=571,18 cm?®.

A csomagoloanyag felszine 110%-a a doboz felszinének:
571,18- 1,1 = 628,3 cm? papirra volt sziikség.

A hasdb paldstja 6 db téglalapbdl ll:
Tt = 60,52 = 6 m* a befestendd teriilet.
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Gomb 095

V= %" 10% = 4188,79 m* viz fér a viztartdlyba.

a) A [6kor keriiletére felirthato:
685 K<695 = 685<2rm<695 = 1090<r<11,06,

Ebbdl a labda dtmérGje legaldbb 21,8 cm, de 22,12 cm-nél kevesebb,
b) A labda maximalis belsé sugara (levonva a labda anyagvastagsagat):
r<11,06-0,15= 1091 cm.

Igy a labddba maximédlisan fiijhat6 levegd érfogata:

V= %" 10,913 ~ 543955 cm’.

i 4x-r2=1539cm? = r=35cm

(7] Behelyettesitiink a gomb térfogatinak képletébe és kifejezziik r-t, amibdl meghatirozzuk a sugarat:
6545 = %‘-r“ = r’=15625 = r=25.

Tehdt a disz &tmérGje: d =5 cm.

A kocka éle 6 cm, felszine: A = 6-6% = 216 cm?, ebb6l a papirsziikséglet:
1,08-216 = 233,28 cm?,

(1) a) A doboz méretei: szélesség = 8§ cm. hosszisdg = 12 cm, magassdg = 4 cm.
b) Adoboz felszine: A=2-(8-12+12-4+4-8) =352 cm’.

(i) A henger alapkirének sugara 3,35 cm, magassdga 20,1 cm.

A papirbol késziilt henger paldstja olyan téglalap, amelynek
oldalai: 6,77 cm (az alapkor keriilete) és 20,1 cm (a henger ma-
gassdga).
Igy a palést teriilete:

6.71-20,1 =423 cm?,

s

o)
A A 4

20,1 cm

a papirszilkséglet:
423.1,05 = 444,15 cm?’.

Vi
AS
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A miianyag alap- és feddlap teriilete két kor teriiletének az dsszege, Gsszesen:
2:3.35%. £ = 70,51 cm?,
a mdanyagsziikséglet:
70,51 1,05 = 74 cm?.

A Kozépso rész egy henger, amelynek sugara 4 mm, magassiga

23-2-4=15mm. [EEEEEEEsd
vt

fgy térfogata:
Vy=4%m-15=240m = 753,98 mm*.

A két végén levd két félgomb egyiitt egy 4 mm sugara gombot

alkot.

igy térfogata:

4-43.x 256n

= 268,08 mm*.

’ 3

Ebbdl a kapszula kiilsé térfogata:
Vi = 753,98 + 268,08 = 1022,06 mm*,

belsé térfogata:
W, =095V, =0,95-1022,06 = 970,957 mm* < 1000 mm’.

Tehdt nem fér bele a kapszuldba | cm? gyégyszer.

Forgaskup, csonka kup

A kip tengelymetszetébe behtizzuk a testmagassdgot, a kapott
der¢kszogd hdromszogben felirjuk a Pitagorasz-tételt:

122452 =a> = a=13cmakip alkotGja,
A kip felszine:
A=n-5-(5+13)=28274 cm’.

Az dbrin lithatd derékszogd hiromszogre felirjuk a Pitagorasz
tételt:
8+m* =17 = m=15¢cm.

A gyertya térfogata:

2,
V= L%_'S = 10053 cm®.

Tehdt 1005.3 cm? viasz sziikséges a gyertydhoz.

-------

meguinasox
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A kiip nyfldsszige 60° igy tengelymetszete egyenld oldali hirom-
szog, alapkorének sugara 5 cm, alkotéja 10 cm, magassiga:

1‘?:%‘@=5~/§=8.66cm.
(Ugyanez adédik a Pitagorasz-tételb6l:

52+m*=10° = m=8,66cm.)
A gomb felszine és térfogata:

A=mx-5-(5+10)=23562cm?;
_x-5%-8.66
3

Vv = 226,72 cm’.

(0 A kip paldstja olyan korcikk, amelynek sugara
a kup alkot6ja. A koreikk ivhossza egyenld a kip
alapkorének kerilletével:

298, 120°=2r-n,
3o0°
ebbdl az egyenletbdl kiszamoljuk az alapkor :
sugardt:

=

r=3cm.
A kip felszine:

A=x-3-3+9=113,1 cm?

A kip paldstja olyan korcikk. amelynek sugara
a kup alkotoja. A koreikk ivhossza egyenld a kip
alapkorének keriiletével:

. 2-a-m

i=

2

=2r'% = a=2r.

A tengelymetszet-haromszogben a Pitagorasz-

tételt alkalmazzuk, majd az egyenlet rendezé-

sével kiszamoljuk az alapkor sugarit:

r24200 =2 = 400=3r% = r=11,55cm,

tehdt a palastot alkoto félkorlap sugara:
a=23,1cm.

13 A tengelymetszet-haromszogre felirjuk a Pita-
gorasz tételt:

12 +10°=a® = a=18cm.
A kup paldstja olyan korcikk. amelynek sugara
a kup alkotdja. A korcikk ivhossza egyenl6 a kip
alapkorének keriiletével:
2:18-x
3607

ebbdl dtrendezéssel kiszamoljuk a kdzépponti
szoget:

ca=2-10-m

o= 200°



Egy kip clkészitéséhez a kirt 8 egybevigéd

5 A gila alaplapja négyzet, amelynek dtldjat Pita-

Az alaplap (négyzet) dtl6ja a tengelymetszet-
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korcikkre osztjuk, amelynek kdzépponti szoge:

s A
; S

A korcikk ivhossza egyenld a kip alapkorének 'A‘v
I

keriiletével: 2.80
== 45°=2r-m,
amibdl az alapkor sugara:
r=10cm.

A tengelymetszetre felirjuk a Pitagorasz-tételt. majd Kiszimoljuk a kip magassagat:
10+ m> =802 = m=7937 cm.
Tehit a keletkezd kip 79,37 cm magas.

A csonka kip tengelymetszete az adott egyenld szdni trapéz,
amelynek parhuzamos oldalai a kip alap- és fedokorének dtmé-
rdi, szdrai a kap alkotdja, magassdga a testmagassag.
A tengelymetszetben ldthaté derékszogi haromszigben felirjuk
a Pitagorasz-tételt:

24+m=5 = m=3cm.
A csonka kup felszine és térfogata:

A=nx-[82+42+5.(8 +4)] = 439,82 cm?, v="—;3-(82 +42 +8-4) = 351,86 cm®.
megoldasok
Gula, csonka gula 1049/7)

gorasz tétellel szimoljuk ki:

162+ 167 =¢* = ¢=226cm;
A gila tengelymetszete egyenld szini haromszog,
amelynek alapja a négyzet atl6ja, szdra a gila
oldaléle, magassdga a testmagassig. Felirjuk
a Pitagorasz-tételt:

N32+m?=122 = m=4cm.
A gila térfogata:

16

v='°'T'4 ~ 3413 cm’.

ként kapott egyenls szdrd hdromszog alapja.
A szabdlyos négyoldali gila felszine:

A=8+8-J4.202+8 =39034 cm?.
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r A giila oldallapjai egyenld szdrt hiromszogek, amelycknek
az alapja a guila alapéle, szdrai a gila oldalélei. A Pitagorasz-
tétellel kiszamoljuk a lapmagassagot:

m2+52=122 = m=109cm.
A palast 4 db egyenld szari haromszogbdl all, igy a palast fel-

szine:
10-10,9

Aptiss =4 =218 m?,

a sziikséges cserépmennyiség:
218 1,12 = 244,16 m>.
L
Mivel a gila oldallapja és alaplapja dltal bezdrt szog 60°, a gdla
alaplapjdnak kozépvonala ¢és az oldallapok magassigai olyan
egyenlé oldald haromszdget hataroznak meg, amelynek magas-
sdga a gula magassiga. Ebbél a haromszogbdl pl. szogfliggvény
segitségével meghatdrozhaté a gila alapéle:

tg60° = $ amib6l x =46 cm.
X

Ebbdl a gila alapéle: ¢ =9,2 em.
Egy gyertya térfogata:
9,22.8

V= =225,7 cm?.

A szilkséges viaszmennyiség:
225,7

= 3
0.94 240,1 em”,

A giila oldallapja egyenld szirt haromszog. Felirjuk az oldallap :
magassdgdra a Pitagorasz-tételt: S
2+05=13 = x=12m.
A pavilon paldstja 6 db egyenlé szird haromszoghdl dll, igy 13 13

a feldlet:

l'|,2 z
AM“-6' 2 '3'6m . 05 05

A szilkséges festékmennyiség:
3.6-1,2=432kg.

A szabdlyos nyolcszog 8 db egyenld szdird hd-
romszbgre bonthaté, amelyeknek a szdrsziige:

2= _ 450
8

Szogfiggvénnyel Kiszdmoljuk a nyoleszig koré
irt kor sugarat:

sin22.5°=— = x=26cm.
X
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A Pitagorasz-tétellel a testmagassig:
2604m* =5 = m=427cm.
Az alaplap teriilete a 8 db egybevigd hiaromszog terlileténck 6sszege:

2,6-2,6-s5in45°

Tap =8+ =19,12cm?,

Egy ajandék térfogata:
Vot = ot 27,21
A rendelkezésre dllo fém térfogata:
Vioeks = 103 = 1000 cm?.
Az ajindékok szima:
1000:27,21 = 36,75.
Legfeljebb 36 db ajindékot lehet tnteni.

Felirjuk a Pitagorasz-tételt a gila testmagas-
sigdra:
m® + 107 = 202,
amib6l
m= 1732 cm;
A giila térfogata;

202-17.32
Voota = ———— ~ 2309 em?,

A pirhuzamos vagds miatt az eredeti gildt egy kisebb gildra és egy csonkagildra vigjuk szét, ahol
a két gila hasonlo.

Viisgita (1} 1 2309
, ezén L=(-)=- - Vhw,=T=289m13.

A csonka giila térfogata a két gila térfogatdnak kiilonbsége: 2309 - 289 = 2020 cm?,

A sikmetszet egyenld szdrd trapéz, amelynek
széra az oldallap magassiga. A Pitagorasz-tétellel
kiszamoljuk ezt a magassdgot:

12+32=m2 = m,=3.16cm.
Ebbdl:
442

Tordattap = T-3.16=9,48 m’;

Traiisd =4-9,48 = 37,92 m?,

A tantdlyok alaplapjdt és a paldstot kiviil-beliil befestjiik.
A festendd feliilet egy tartdly esetén:
2-(22+3792) = 83.84 m?,

30 tartdly esetén:
30-83.84 = 25152 m2,
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Vegyes feladatok testek felszinére, térfogatara 098]

A henger alapkorének sugara 2 cm, magassdga 12 cm.

A gvertya felszine:
gyoryniohs A=2:22.842:2:x 12~ 17593 cm?,

A henger alaku doboz alapktrének sugara 4 cm, magassdga 8 cm, igy felszine és térfogata:
Ay=2-4-7-(4+8)=961 cm?,
V=4 7-8=128xcm’.
A kocka alaku doboz minden éle 8 cm, igy felszine és térfogata:
A =6-82 =384 cm?,
Vi =8=512cm’.

y o 0% _x b 18 _x
A 384 4 V, 512 4
A gosmb térfogatabol kiszdmoljuk a labda belsG sugarit:
268 = 47”4-‘ = r=4dm.
EbbéI a labda belsG dtmérGje 8 dm = 80 ¢cm,
) Az adatok alapjén felirhaté a Pitagorasz-tétel
a testdtlora ¢s a két lapatlora; % ~ il
a*+b* +c*=1585 W
a?+b?=397 | > 3 /%
b +c?=17 0

Behelyettesitjiik az 1. egyenlet bal oldaldba a 2. egyenlet bal oldaldt, ebbdl Kiszimoljuk c-t.
Hasonl6an az 1. egyenlet bal oldaldba a 3. egyenlet bal oldalat, ebbdl kiszdmoljuk a-t:

392 + 02 = 1585

= c=8cm, a=36cm, b=I15cm.
a® +17*=1585

Az €lvizhoz sziikséges drotmennyiség:
4.(8+36+15)=236cm.

a) L. Olyan henger keletkezik, amely alapkorének sugara 10 cm, magassdga 10 cm, igy a felszin
¢s a térfogat:
A=2xr10-(10 + 10) = 1257 em?,

V=10 x10=3142 cm’.
1. Olyan henger keletkezik, amely alapkorének sugara 5 cm, magassdga 10 cm, igy a felszin

és a térfogat:
A=27-5-(5+10) =471 cm?,

V=52 7-10=785cm’.
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M1, Olyan két kipbdl dllé forgdstest keletkezik, amelyek alapkorének sugara és magassiga
a négyzet dtléjdnak a fele, azaz 5- V2 = 7,07 cm, igy a felszin és a térfogat:
A=2x-r-a=2x-7,07-10 = 444 cm?,

(7,07 -n-7,07
3

V=2. = 740 cm?,

b) Az elsh test felszine a masodik test felszinének % = 2.67-szerese,

¢) A harmadik test térfogata a méasodik test térfogatdnak —;%(52 = (0,9427-szerese, azaz 94,27%-a.

1 A virdgtartoban levé fold dsszesen 10- % = 8 cm magasan lesz,

ami a csonka kip alaku résznél 6 cm, a hengeres részben viszont
csak 8 cm -6 cm = 2 cm-t jelent.

A virdgfold két részb6l dll: az egyik rész egy csonka Kip (alap-
korének sugara 4 cm, fedokarének sugara 5 cm, magassiga 6 cm),
a masik rész pedig egy henger (alapkorének sugara 5 cm,
magassaga 2 cm).

V=stn- 245052+ 4245 4) = S04 e’

Tehit dsszesen 0,5404 liter virdgfold fér a virdgtartoba.

) Az alaplap szabdlyos hatszig, igy a Koré irhaté
kor kdzéppontjdbol felbonthaté 6 darab 2 m
oldalhosszisagi egyenld oldalid hiaromszogre.
a) Atestmagassdgra felirjuk a Pitagorasz-tételt:

m+22=6" = m=5066méter.

b) Az oldallap hdaromszig teriiletét Heron-kép-
lettel (ami kicgészité anyag. de érdemes
tudni, mert gyors vele a szamolds) hatdroz-
zuk meg. Ehhez a . félkeriilet™

Egy oldallap teriilete:

T = JT(T-6)(T-6)(7-2) =592 m’.
A viszon terlilete: 6-5,92 = 35,52 m.

A csillagvizsgdlo két testre bonthatd: egy hengerre (az alapkorének
sugara 10 m, a magassiga 5 m) és egy félgombre (sugara 10 m).

[gy a klimatizdland6 térfogat is két részbol dll:
2
V= lol-x-s-»%- 10° = 3665,2 m*,
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Osszefoglald feladatsor 099

Geomelria, koordinata-geometria, trigonometria

a) igaz b) igaz ¢) hamis d) hamis

A megfigyelG szemmagassdgdban pirhuzamost hizunk a talajjal, majd a kapott ABC és DBE
hidromszogeket Kirajzoljuk. A két hdromszog hasonld (megfelelG szigeik egyenldk), igy
x _x+20

—_—= = x=4méler.
1.5 9
“ ¢
105 : 9
2 "I ,1‘5“ : A 20 D x 8
A mellékelt dbrin taldlhaté szog koszinuszdt kifejezzilk a koszi- b
nusztételbol: 4
50=3824722-2:38-T2-cosar = cosar= . N 2
A hajo és a Kikot6 x tdvolsdgdnak meghatdrozasdt is koszinusz- m Kikto m

tétellel végezziik el:
x2=382+363—2-38-36--;—‘; = x=26km.
Tehdt 26 km utat kell még a hajénak megtennie a Kikotéig.
Egy szelet alapteriilete a henger alapteritletének 16-od része:
=18 a8 eon,

Igy egy szelet térfogata: R
a) A fazék (henger) térfogatibdl kiszdmoljuk a sugarat:
8000=r2-7-30 = r=92cm.
A fazékba i viz érfogatibdl meghatirozzuk a viz magassagat:
3000=922-7-m = m= 11,3 cm magasan dll benne a viz.
b) A zildségek dltal Kiszoritott viz is henger alakd, amelynek térfogata:
V=922 1.4 =1063,6 cm® = | liter a zoldségek térfogata.

a) Forgdskipot kapunk:

r=2lem, m=20cm,

2.p.
V, = w =9236,3 cm”.
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b) Forgaskipot kapunk:
r=20cm, m=2lcm,

2.,
Vy= -29—3’5—21 = 8796,5 cm?,

¢) Két, kdzis alapi forgdskipot kapunk, melynek teljes magas-
sdga a hiromszig dtfogdja, ezént a Pitagorasz-téellel:

=20 +212, amibdl ¢ =29 cm.

Alapkorének sugara az dtfog6hoz tartozé magassig, amit
a hdromszog teriiletének kétféle médon 16nénd felirdsabol
szamolunk ki: 420

20.r=20-21, amibdl r:-56—=|4.48cm.

2
)
(42—%’0)-7:-29
V3=T

Emiai: V<V, < V.

= 6369.8 cm’.

Az alapkor keriiletéb6l meghatdrozzuk a homokkip sugardt:
1571 =2r'r = r=25m.
A homok (kip) térfogatabol kiszdmoljuk a magassigot:
_28%-x.m
3

3 = m=046 m.

Tehdt a homokkip magassdga 46 cm.

A kiip és a gdomb kozis tengelymetszetében a hdromszogbe i
kor sugardt keressiik, ElGszor kiszamoljuk az egyenld szini hirom-
szog alapon fekvd szogét:

lga=i5— = a=TI"
12

A hiaromszogbe irt kor kozéppontja a belsd szogfelezok metszés-
pontja, igy

1g35,5°= é = r=856cm.

A gomb sugara 8.56 cm.



